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Figura 1

Uma observagdo mais atenta, que pode ser acompanhada, ou ndo, de novas experién-
cias, mostra que a esquerda do 4, os numeros que surgem sdo, em cada caso, 0s que
estdo representados no circulo central do esquema.

Frequentemente, quando se explora esta tarefa com alunos de varios niveis de ensi-
no, a primeira relagdo que enunciam, baseando-se nas experiéncias realizadas, é:
o Grande Total é igual ao numero do centro seguido de quatro (conjectura 1). Quando
confrontados com a questdo “serd que a relagdo se mantém para outros casos?”,
fazem novas experiéncias e é usual que passado pouco tempo afirmem, convictamen-
te, que a relacao é verdadeira para todos os numeros naturais. Argumentam, apoian-
do-se na definicdo de numeros consecutivos, na correccao dos calculos feitos e na
constatacao, fundada na observagao, de todos os exemplos observados verificarem a
relagao. Como garantia, apresentam o facto de terem analisado muitos casos e nao
terem descoberto nenhum que nao satisfaca a relagao.

Esta garantia constitui um argumento empirico, pois baseia-se na andlise de exemplos.
Os argumentos empiricos sdo possiveis, legitimos e, muitas vezes, valiosos, numa
argumentacdo. Em casos muito diversos, sdo eles que sustentam a formulagao de
conjecturas, entendidas como enunciados plausiveis, mas de validade proviséria, bem
como a justificagdo desta plausibilidade. Estes argumentos podem ser mais ou menos
sofisticados.

Por vezes, e sobretudo nas primeiras experiéncias de formulacdo e avaliacdo de con-
jecturas, os alunos concluem que as conjecturas sao verdadeiras para a generalidade
dos objectos do universo em que trabalham, a partir da sua verificagdo por um pequeno
numero de casos. Por exemplo, sabem que os numeros 3, 5 e 7 sdo impares, cons-
tatam que cada um destes nimeros s6 tem dois divisores e concluem, incorrectamen-
te, que todos os numeros impares tém apenas dois divisores. Extrair da observacao
de um pequeno numero de casos a certeza sobre a veracidade de uma afirmacéo, cor-
responde ao primeiro nivel da hierarquia dos tipos de procedimentos de validacdo de
uma afirmacao, referida por Balacheff (1987), que o designa por empirismo naif.

Outras vezes, os alunos lidam mais explicitamente com a questdao da generalizacao,
examinando muitos exemplos e analisando casos a que, naturalmente, ndo recorre-
mos (casos extremos). Por exemplo, na tarefa Numeros em Circulos fazem experién-
cias com numeros da ordem das centenas ou dos milhares, iniciando o esquema com
nimeros do tipo 1721 ou 849. Este procedimento traduz uma evolugdao dos alunos,
correspondendo ao segundo nivel da referida hierarquia: a experiéncia crucial.




A ideia de que se pode tirar conclusdes acerca da validade geral de uma conjectura a
partir da sua verificagdo por alguns casos, € muito persistente nos alunos e nao se
altera facilmente. Este facto ndo é de estranhar, tanto mais que, no dia a dia, se
tomam muitas decisdes baseadas no raciocinio indutivo que Ihe esta subjacente. Por
exemplo, se sabe que durante o Ultimo més o carteiro chegou por volta das 10 horas
da manha e se aguarda uma carta importante, naturalmente, espera que hoje tam-
bém chegue a mesma hora e agendara os seus compromissos tendo em conta este
facto. S6 que, em Matematica, raciocinios deste tipo, tal como argumentos empiricos,
nao permitem fundamentar conclusbées gerais. Assim, é importante ajudar os alunos
a entenderem que a verificagdo de uma afirmagdo através de exemplos ndo permite
garantir a sua validade para casos nao analisados. Trata-se de um grande desafio a
gquem ensina Matematica em diferentes niveis de ensino e que se reveste de dificul-
dades acrescidas no 1.9 ciclo do ensino basico, onde ndo é possivel o recurso a cer-
tos instrumentos matematicos que poderiam facilitar este trabalho, mas ndo seriam
inteligiveis para os alunos.

Retomando a tarefa Numeros em Circulos e a conjectura 1 (o Grande Total é igual ao
numero do centro seguido de quatro), ha duas questbes que podem colocar-se:

@ como ter a certeza de que esta conjectura &, de facto, valida para todos os
numeros naturais?

@ porque € que é valida?

Ambas as questdes remetem para a necessidade de encontrar uma justificagcdao que
garanta a validade da conjectura e que ilumine o porqué desta validade. Trata-se, afi-
nal, de produzir uma prova matematica - neste capitulo designada por prova -, con-
siderada enquanto instrumento de validacdo e de compreensdo. A prova €, aqui,
entendida como um modo de expressar determinados tipos de justificacdes que
podem ter formatos e niveis de sofisticacdo variados, consoante a maturidade mate-
matica dos alunos, mas que, em qualquer caso, lidam com a questdao da gene-
ralidade: a conjectura/afirmacdo é valida para todos os casos do universo em que tra-
balhamos? Porque o &, ou porque ndo o é?

Compreender porque é que a conjectura 1 é valida comeca, antes de mais, por inter-
pretar o significado de “numero do centro seguido de 4”, o que nem sempre é facil
para os alunos. Implica um bom entendimento da estrutura do sistema de numera-
cao decimal. Requer que seja inteligivel que, quando se justapbe um digito a direita
de um numero natural, este digito passa a ocupar a ordem das unidades e os restan-
tes sobem de ordem. Por exemplo, ao justapor 4 a direita de 7 obtendo 74, as 7 uni-
dades de que se partiu transformam-se em 7 dezenas, ou seja, 70 unidades que sao
adicionadas a 4.

Neste processo, o professor é fundamental para ajudar os alunos a evoluirem de uma
conjectura enunciada com base na observacdo visual dos nimeros que se procura
relacionar (conjectura 1), para uma formulagao alternativa fundada nas relacdes mate-
maticas subjacentes. Neste contexto, uma possivel reformulagdo da conjectura 1 é:
o Grande Total é igual a 10 vezes o numero do centro mais 4 (conjectura 2). De segui-
da, o professor pode desafiar os alunos a produzirem a prova desta conjectura ou a
participarem na construcao colectiva dessa prova, sob sua orientacao. Se o entender,
pode, por exemplo, comecar por sugerir que partam de uma das experiéncias feitas
e que relacionem todos os nimeros do esquema com o numero do centro usando as



operagdes adicdo e subtracgdo. Pode, também, iniciar o estabelecimento destas rela-
¢Oes para que os alunos, por analogia, prossigam o processo. Por exemplo, pode des-
tacar que se o numero central for 5, 0 4, que no esquema o antecede, pode repre-
sentar-se por 5-1 e 0 6, que lhe sucede, por 5+1. Por esta via, o primeiro esquema
da figura 2 transforma-se no segundo.

Grande Total: 54

Figura 2

A partir daqui, os procedimentos que conduzem ao Grande Total podem ser represen-
tados de modo a evidenciar o nUmero de vezes que se adiciona o 5, bem como a exis-
téncia de adicOes e subtracgdes de varios numeros iguais (por exemplo, figura 3).

Grande Total

5-3 €——
5-2 4—
5-1

Dez “cincos” e um quatro
Figura 3




Constata-se, assim, que, para calcular o Grande Total, se adiciona dez vezes o niume-
ro 5, obtendo-se 10 x 5, ou seja 50. Constata-se, ainda, que basta adicionar 4 a este
produto, visto que o resultado das operacGes com os todos os nimeros, exceptuando
4 e 5, é0 (em virtude de 3-3 ser igual a 0 e 0 mesmo acontecer com 2-2 e 1-1).

O raciocinio apresentado a propdsito do caso em que o nimero central é 5, é trans-
ponivel, sem qualquer problema, se no circulo central estiver outro niimero natural
qualquer. Com efeito, se recorrermos a simbologia algébrica e representarmos o
namero central por x, a representagao do nimero que o antecede é x-1, o anterior a
este é x-2, o sucessor de x é x+1 e assim sucessivamente. Através de calculos algé-
bricos elementares, que tém fortes analogias com os efectuados a propdsito do exem-
plo analisado, facilmente se concluird que o Grande Total é igual a 10x+4.

A maturidade matematica dos alunos do 1.° ciclo do ensino basico nao é, ainda, sufi-
ciente para poderem recorrer ou, até mesmo, compreender estas representagdes e
procedimentos algébricos. No entanto, é inteligivel para estes alunos, que o racioci-
nio seguido a proposito do caso particular continua a ser valido se, no lugar do 5, esti-
ver qualquer outro nimero: no calculo do Grande Total ha sempre trés pares de
numeros cuja soma € zero; além disso, tem sempre que se adicionar 10 numeros
iguais ao do circulo central, o que vai originar um numero terminado em zero e em
que o(s) algarismo(s) a esquerda do zero sdo o(s) do circulo central; por ultimo, so
sobra o0 4 que, como é adicionado a um numero terminado em zero, vai ocupar
“o lugar” das unidades.

O processo a que se recorreu, apesar de apoiado num exemplo, lidou, assim, com a
questdo da generalidade. Além disso, os argumentos apresentados sdo matematica-
mente validos e encadeiam-se uns nos outros de tal modo que uma ideia flui da ante-
rior sem restarem “pontas soltas” ou contradicdes, até se estabelecer a veracidade da
relacdo descoberta. Este processo constitui, pois, uma argumentacdo convincente e
matematicamente correcta que mostra a validade das conjecturas 1 e 2 para todos
0s nUmeros naturais. Pelas razdes apresentadas, pode considerar-se uma prova pelo
recurso ao exemplo generalizavel. Este € um processo de prova usado por diversos
matematicos no século XVII, que consiste em provar uma afirmacgao recorrendo a um
caso particular, mas através de raciocinios que convencem que a prova é valida no
caso geral (Veloso, 1998).

E de sublinhar que esta prova apareceu associada & actividade de formulagdo de con-
jecturas cuja validade para todos os casos ndo era, de imediato, ébvia. O que cons-
tituiu o motivo e o motor da prova foi a necessidade de, por um lado, garantir esta
validade e, por outro lado, entender o seu porqué. Deste modo, a prova surge como
um instrumento que serve ndo sd, para nos convencer sobre a validade das conjec-
turas no universo dos nimeros naturais, mas também como um meio de progredir na
compreensao da tarefa Numeros em Circulos.

E este duplo papel da prova que hoje se valoriza. Uma boa prova é aquela que, para
& de convencer, explica, faz avancar na compreensdo de uma ideia, problema ou
resultado matematico e clarifica porque é que uma relagdao funciona ou ndo. Neste
ambito, o formato de uma prova deve subordinar-se a possibilidade de compreensao
e, por isso, deve ser adequado ao nivel de escolaridade e contexto de ensino. Mais
importante do que o formato de uma prova é a actividade de a produzir, € a comuni-
cacdo clara e correcta das ideias matematicas que estdo em jogo, € a sensibilidade
para o seu interesse e necessidade.



Analisando, globalmente, a exploragdao da tarefa Numeros em Circulos, constata-se
que alunos que afirmam, convictamente, que a conjectura 1 ou a conjectura 2 sao
verdadeiras para todos os numeros naturais, apoiando-se na observacdo de casos
particulares e na impossibilidade de encontrarem algum que nao verifique a relagao,
apresentam argumentagées. No entanto, s6 a partir do momento em que estas argu-
mentagdes deixam de se apoiar em argumentos empiricos deste tipo, € que se esta
perante um raciocinio que pode considerar-se uma prova. A prova, estando sujeita a
constrangimentos proprios, é, assim, um caso particular da argumentagdo em
Matematica (Pedemonte, 2002). Por exemplo, o discurso argumentativo, embora
seja um discurso conectado logicamente, ndo é necessariamente dedutivo. Além
disso, pode englobar justificagdes que envolvam o recurso a analogias, metéaforas,
argumentos visuais, gestuais ou empiricos. Nada disto é permitido quando se trata de
provar, do ponto de vista matematico, uma afirmacao.

Nem sempre os alunos conseguem provar as conjecturas formuladas, nem sequer
acompanhar uma prova apresentada pelo professor. Este facto ndo constitui um fac-
tor negativo, pois a actividade de formulagao de conjecturas tem, em si mesmo, valor
educativo. Além disso, este facto pode proporcionar boas oportunidades para os alu-
nos comegarem a compreender a natureza do trabalho em Matematica onde a formu-
lagdo de conjecturas e a sua prova, frequentemente, ndo ocorrem em simultédneo. O
gue é importante nestas ocasidoes é o professor sublinhar que o estatuto de uma afir-
macdo ndo provada é o de conjectura.

. 4.2.3 O caracter social da argumentacao

Na sala de aula, a argumentacao desenvolve-se como um conjunto de interacgdes
face a face que mobiliza, frequentemente, varios protagonistas. Estamos, assim, na
presenga de argumentagles colectivas que nem sempre ocorrem de maneira harmo-
niosa, pois podem surgir desacordos que conduzem a correcgdes, modificacdes ou
desvios. Esta caracteristica remete para o cardcter social da argumentagdo e para a
importancia do outro no desenvolvimento das actividades argumentativas.

De facto, quando se fala em argumentacao, ndo podemos deixar de considerar aque-
le, ou aqueles, que quem argumenta quer influenciar através das justificacbes que
apresenta, ou seja, o auditdrio a quem se dirige. No caso da actividade argumentati-
va em Matematica, este auditério pode restringir-se a um aluno que delibera consigo
proprio. Pode, também, ser constituido por alguém com quem se estabelece um dia-
logo, por um grupo de colegas ou pela turma na sua globalidade. Pode, ainda, ser for-
mado pela comunidade matematica, considerada em sentido amplo. Em qualquer dos
casos, trata-se de um auditério universal, no sentido em que é um auditério racional
que pode, ou ndo, concordar com quem argumenta, mas que, em todos os casos, esta
apto a responder (Perelman, 1993).

O valor de uma argumentacao nao pode ser avaliado apenas a partir do efeito obtido,
pois depende das caracteristicas do auditério que Ihe adere. Neste ambito, o professor
tem um papel fundamental para ajudar os alunos a apropriarem-se dos saberes mate-
maticos reconhecidos como validos pela comunidade matematica. Para ilustrar esta
ideia, observe-se o episddio Como representar oitavos na linha numérica? adaptado
de um relato apresentado por Chazan e Ball (1999).




sComo representar oitavos na linha numérica?

Durante cerca de duas semanas, uma turma do terceiro ano de escolaridade
trabalhou com fracgdes consideradas enquanto partes de um todo. Para aju-
dar os alunos a desenvolverem a compreensdo das fracgdes enquanto nime-

ros, e ndo apenas como partes de regides ou grupos, a professora introduziu

a linha numérica onde foram marcados, nomeadamente 4l, % e % Apoiando-se

em modelos de representacao familiares (figura 4), os alunos mostraram que
quer %, quer % sdo numeros que podem usar-se para designar o ponto médio

entre 0 e 1 (figura 5).

|
I i
2 0 2 1
]
(111 : ,
4 0 4 1
Figura 4 Figura 5

Um dos alunos colocou, entdao, uma questdo que levou a turma a deslocar-se
dos “familiares” meios e quartos, para os oitavos com que nunca tinha traba-
Ihado. A professora comecgou por desenhar no quadro uma linha numérica
onde marcou 0 e 1 e dividiu o espaco entre estes nUmeros em oito partes
iguais (figura 6).

Figura 6

Em seguida, desafiou a turma a representar os numeros correspondentes a
cada um dos tracinhos verticais.

Uma aluna prop0s que se fizesse um desenho tipo “bolo” dizendo que bastava corta-lo
em mais pedacos. Baseando-se, aparentemente, sé no aspecto visual da linha - ou

seja, ndo considerando o numero de divisdes existentes entre 0 e 1 - apontou para
o terceiro e para o quinto tracinhos e disse que pensava que % e % estavam, respecti-

vamente, ai (figura 7). Nao sabia o que fazer no caso do sexto e sétimo tracinhos.

R A SN

Um quarto Trés quartos 77

Figura 7




Segundo a professora, este esquema fazia sentido para os alunos, tendo em conta o
trabalho anteriormente realizado. Com efeito, tinham usado a linha numérica para,

pelo menos, estabelecerem a correspondéncia entre os numeros 1 2 (ou 2) e 4 e trés

pontos da Imha, 4 estava sempre imediatamente a esquerda de 2 2 imediatamente

a direita de 2 Além disso, nos numeros naturais, com os quais os alunos estavam

familiarizados, a posicdo de um terminado nimero é constante, ou seja, a 2 segue-
-se sempre 3, a 3 segue-se sempre 4 e assim sucessivamente.

Para imaginar os nimeros que deveria colocar junto ao sexto e ao sétimo tracinhos,
a mesma aluna desenhou um rectangulo, dividiu-o em sete partes e comecou a som-
brear algumas delas. Quando a professora a questionou se, no rectdngulo ha o
mesmo numero de partes que ha na linha numérica entre 0 e 1, a aluna respondeu
negativamente e acrescentou o que parece ser uma justificagdo para a irrelevancia de
se considerar, em ambos 0s casos, 0 mesmo numero de partes: a Unica coisa neces-
saria é ter partes pequenas.

A professora decide, entdo, instituir como objecto de reflexao colectiva a correspon-
déncia entre uma figura do tipo da que a aluna estava a desenhar - um rectédngulo
dividido em partes — e a linha numérica desenhada no quadro (figura 6). Para o efei-
to, coloca questdes explicitamente focadas no niumero de partes em que o rectangulo
deve ser dividido e no niumero de partes que ha na referida linha. Esperava que, a
partir delas, os alunos sentissem necessidade de estabelecer acordos sobre o modo
como deviam usar as figuras enquanto instrumentos para representarem os numeros
(neste caso oitavos) na linha numérica. No entanto, as questdes nao tiveram o resul-
tado esperado. Todos os alunos concordaram com um colega que afirmava, contan-
do os sete tracinhos existentes na linha numérica entre 0 e 1, que nesta linha existiam
sete partes e, por isso, ndo compreendiam a inadequacdo de dividirem um rectangulo
em sete partes iguais quando se trata de representar oitavos. Todos concordaram
com algo que, do ponto de vista matematico, ndo esta correcto.

A professora lida com a situagdo comegando por evocar as memdrias da turma. Em
particular, recorda uma conjectura, aceite como valida, que indica que, se se quer
desenhar um qualquer nimero de partes numa figura, ha que desenhar menos um
traco do que o numero de partes pretendidas. Além disso, desenha no quadro uma
linha numérica em que o intervalo entre 0 e 1 estd dividido em 4 partes iguais e
relembra que todos concordaram que ai havia 4 partes, apesar de so existirem trés
tracinhos. Sublinha, ainda, que, no caso dos oitavos, estdo a contar as partes de um
modo diferente. Por esta via, insere na conversacdao que ocorria, uma voz essencial
que ndo tinha surgido até ao momento, esperando que provocasse, nos alunos, um
questionamento conducente a constatacdo de que o seu modo de pensar é incorrec-
to. Este movimento também nao originou o efeito esperado: os alunos pareciam nao
ver a inconsisténcia entre o que anteriormente tinham feito e aquilo com que, no
momento, concordavam.

O acordo a que os alunos chegaram quanto a interpretacdo da linha numérica, torna
impossivel conecta-la com outras representacoes de fraccdes com que estavam fami-
liarizados: rectangulos ou circulos divididos num certo nimero de partes iguais.
Compromete, por isso, 0 recurso ao seu conhecimento sobre o conceito de fracgao
para aprofundarem a compreensao deste conceito, nomeadamente que as fracgbes
também sdo numeros. Tudo isto leva a que a professora prossiga com uma explora-




cao problematizadora da situagdao, pois considera-a essencial para que possam avan-
car no seu conhecimento matematico. Apoiando-se, em primeiro lugar, na linha
numérica desenhada no quadro, destaca que |lhe parece que os alunos ndo estdo a
contar uma das partes em que a linha estd divida (figura 6) e pergunta porqué.
Depois, considera como um dado a existéncia de sete partes entre 0 e 1 (consensual
para os alunos) e confronta-os com a linha numérica representada na figura 8.
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Figura 8

Face ao que conhece sobre os saberes dos alunos relativos ao conceito de fracgao (por

exemplo, que % € igual a uma unidade), a professora espera que, assim, seja inteli-

givel para a turma qudo problematico € o acordo pois conduz, nomeadamente a que
a fraccao % - que tal como % tem o numerador e denominador iguais e por isso € igual
a 1 - seja representada a esquerda de 1, o que é impossivel.

Em sintese, este caso ilustra que a professora, confrontada com uma ideia consen-
sual entre os alunos mas que é matematicamente incorrecta, considera inadequado
nao questionar essa ideia. O que estava em causa era um acordo nao produtivo e nao
reflectido que entra em conflito com os saberes estabelecidos em Matematica, ou, por
outras palavras, com a comunidade matematica que na sala de aula é representada
pelo professor. O ndo questionamento deste acordo teria implicagdes muito significa-
tivas na aprendizagem dos alunos. E assim, a professora decide inserir na conversa-
cdo observagdes e comentarios problematizadores do acordo que, a seu ver, ajudam
os alunos a avancar na sua compreensdo da Matematica. As suas intervencées nao
foram simplesmente no sentido de dizer ou mostrar a turma o modo correcto de
representar os oitavos na linha numérica. No entanto, ndo foram, também, interven-
cOes genéricas ou neutras do tipo “pensem melhor”. O que fez foi incluir, na troca de
ideias, representacfes e comentarios substantivos do ponto de vista matematico que
ajudaram os alunos a progredir.

Numa situagdo de argumentagdo colectiva, de que o caso apresentado é um exem-
plo, é fundamental que o professor conheca as possibilidades e constrangimentos
conceptuais dos seus alunos e tenha um conhecimento profundo dos conceitos mate-
maticos relevantes subjacentes a Matematica que ensina, bem como dos modos de
os ensinar. E a conjuncdo destes saberes que contribui para que reconheca a neces-
sidade de fazer surgir apoios argumentativos apropriados. Foi a introducdo da voz da
professora na conversacao que transformou o auditdrio, apenas constituido pelos alu-
nos, num outro mais critico e informado, o que contribuiu quer para perderem forca
argumentos apresentados, quer para surgirem outros matematicamente mais rele-
vantes. O sucesso de uma argumentacdo depende, assim, ndo apenas da sua solidez
l6gica, mas também do grau em que um certo conjunto de argumentos convence um
determinado auditério acerca da veracidade de uma conclusdo.



Contextos e percursos argumentativos

As actuais orientag0es curriculares em Matematica, colocam a énfase na importancia de
os alunos encontrarem sentido nas ideias e procedimentos matematicos, de explicarem
0 seu pensamento e métodos de resolugdo e de indicarem as razdes que os fundamen-
tam, de modo a que os outros os compreendam. N3o é possivel caminhar neste senti-
do sem Ihes proporcionar contextos diversificados em que a explicacao e a justificacao,
que estdo no amago da argumentacdo em Matematica, tenham um lugar de destaque.

Por vezes, estes contextos passam por uma escolha criteriosa de tarefas com deter-
minadas caracteristicas, nomeadamente problemas e investigagées. No entanto,
outras vezes, eles surgem a partir de tarefas diferentes, tais como exercicios ou de
acontecimentos do dia a dia da aula, desde que o professor os rentabilize para desa-
fiar os alunos a argumentarem. Foi, precisamente, para evidenciar esta ideia que se
iniciou o capitulo dedicado a argumentacao com o episédio A argumentacdo de Jo&o
e de Maria: 4x6=?. O importante é que o envolvimento dos alunos em actividades
argumentativas seja valorizado nos processos de ensino e aprendizagem de qualquer
topico matematico e ndo remetido para certos temas particulares ou para ocasides
especiais em que os alunos trabalham com tarefas de determinado tipo.

Apresentam-se, em seguida, exemplos destes contextos potencialmente acessiveis a
alunos do 1.9 ciclo do ensino basico. Observe-se, para comecar, a tarefa D.@ Luisa e
as escadas.

D.3 Luisa e as escadas

A D.2 Luisa, sempre que pode, prefere as escadas ao elevador. Por vezes, sobe
as escadas degrau a degrau (passo). Outras vezes, quando esta com pressa, salta
dois degraus de uma vez, ou seja salta e passa por cima de um degrau (salto).
Se misturar estas duas maneiras de subir escadas, quantos modos diferentes
tem a D.2@ Luisa de subir uma escada de 4 degraus? E de 5 degraus? E de 8?

A realizagdo de algumas experiéncias com escadas de 1, 2 e 3 degraus, revela que
ha, respectivamente, 1, 2 e 3 modos de subir as escadas:

N.° de degraus | modos de subir as escadas N.° modos

1 I passo 1

F 2

passo-passo salto
e s
r s a
’ (S < ’
passo-passo-passo salto-passo passo-salto

Figura 9




Por observacdo da figura 9, poder-se-ia pensar que a D.2 Luisa podera usar quatro
modos de subir uma escada de 4 degraus, cinco modos se fossem 5 degraus e assim
sucessivamente. Ou seja, o numero de modos diferentes de subir uma escada usan-
do o processo da D.2 Luisa, é igual ao niumero de degraus da escada. Esta conjectu-
ra até podera considerar-se plausivel pois ha, pelo menos, trés casos que a verificam.
No entanto, seré que é verdadeira para todos os casos? Veja-se 0 que se passa se a
escada tiver 4 degraus.

Modo 1 | passo, passo, passo, passo

Modos de subir | Modo 2 | passo, passo, salto

uma escada de | Modo 3 | passo, salto, passo
4 degraus

Modo 4 | salto, passo, passo

Modo 5 | salto, salto

O exemplo apresentado mostra que ha 5 modos de subir uma escada de 4 degraus.
Constituiu, assim, um contra-exemplo para a conjectura formulada e, por isso, prova
que a conjectura é falsa.

Argumentar através de um contra-exemplo é um processo acessivel aos alunos do
1.9 ciclo do ensino basico. Através dele, prova-se a falsidade de conjecturas formula-
das, o que pode incentivar a sua reformulacdo e aperfeicoamento. Por exemplo, se se
continuasse a fazer experiéncias sobre os modos de subir escadas, o seu registo numa
tabela mostraria a existéncia de novas regularidades que poderiam levar a uma con-
jectura aperfeigoada:

NUmero de degraus Modos de subir as escadas Numero de modos
1
2

. passo 1

. passo, passo
. salto 2

. passo, passo, passo
. passo, salto 3 142
. salto, passo

. passo, passo, passo, passo
. passo, passo, salto
. passo, salto, passo 5 2+3
. salto, passo, passo
. salto, salto

. passo, passo, passo, passo, passo
. passo, passo, passo, salto
. passo, passo, salto, passo
. passo, salto, passo, passo 8 3+5
. salto, passo, passo, passo
. passo, salto, salto
. salto, passo, salto
. salto, salto, passo

6 13 5+8
21 8+13
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A analise da tabela permite conjecturar que cada termo (nimero de modos), a partir do
terceiro, se obtém adicionando os dois termos anteriores. Poder-se-ia pensar que o nime-
ro de modos de subir escadas obedece a conhecida sequéncia de Fibonacci. Fica o desa-
fio de provar que esta conjectura se verifica seja qual for o nUmero de degraus da escada.

O episddio Teeteto e os quadrados, apresentado em seguida, pode constituir, também,
um contexto favoravel para ensinar os alunos a argumentar através de um contra-
exemplo. O episodio remete para um didlogo de Platdo em que este fildsofo usou o
nome de Teeteto para apresentar uma argumentagdo em torno da variacao da medida
area de um quadrado em fungdo da variacdo da medida do comprimento do seu lado.

Teeteto e os quadrados

Professor: Vamos hoje resolver um problema matematico famoso, pela sua
histéria... Pensem num quadrado, ja sabem o que é! Se eu aumentar o
lado do quadrado, o que acontece?

Filipe: Gasta mais lapis!
Professor: La isso é verdade! Isso quer dizer que a quantidade de lapis que

gasto aumenta quando aumenta o lado do quadrado! E o que é que
aumenta também?

Maria: O tamanho do quadrado!
Rebeca: Claro, isso é evidente! Que problema tao facil!

Professor: Mas vamos um pouco mais longe. Se eu acrescentar ao lado do
quadrado inicial, outro tanto, ou seja, se eu tiver um quadrado com o
dobro do lado, qual o aumento da area?

Maria: Passa para o dobro, claro!

Professor: Isso era o que dizia Teeteto, um matematico famoso que viveu ha
muitos, muitos anos na Grécia... Sera que a Maria e Teeteto tém razao?
Todos concordam que o segundo quadrado, o que tem o dobro do lado,
tem o dobro da area?

Matias: Acho que isso ndo é verdade!
Professor: Porqué?

Matias: Porque, se eu pensar num quadrado em que o lado é o dobro do outro,
0 espacgo que fica |a dentro é maior do que o dobro.

Professor: Bem, temos aqui duas opinides. Temos que nos decidir por uma
delas. Todos vao construir dois quadrados em papel quadriculado. Um
deles tem um lado que é o dobro do outro. Discutam a questdo com o
vosso colega do lado durante cinco minutos. Depois vao apresentar o que
descobriram e logo veremos quem tem razao e porqué.

N&o € invulgar que os alunos do 1.9 ciclo, e até de outros anos de escolaridade, assu-
mam a posicao de Teeteto, justificando-a com argumentos de diverso tipo. A proposta,
feita pelo professor no final do episddio, propicia a descoberta de contra-exemplos
variados. Com efeito, a area do novo quadrado quadruplica, seja qual for o comprimen-
to do lado do quadrado de partida. A area dos quadrados pode ser obtida por contagem
das quadriculas, se se considerar para unidade de medida a area de uma quadricula.
Outra alternativa é usar a féormula de célculo da area de um quadrado, tomando como
unidade de medida de comprimento o lado de uma quadricula.




Uma possivel extensdo do problema colocado pelo professor podera ser pedir aos alu-
nos para analisarem se €, ou nao, valida a afirmacdo: se se reduzir cada um dos lados
de um rectdngulo para metade, a sua area também se reduz para metade. Neste
caso, a area no novo rectdngulo reduz-se para a quarta parte. Ou entdo, colocar-lhes
a questdo: o que acontecera se um lado de um rectangulo for reduzido para metade
e o outro aumentado para o dobro? Porqué?

Como se procurou ilustrar a partir da tarefa D.@ Luisa e as escadas e do episddio
Teeteto e os quadrados, argumentar através de um contra-exemplo pode ser (til para
ajudar os alunos a compreenderem os perigos de fazerem generalizagdes apressadas
baseando-se na analise de um pequeno nimero de casos, o que pode sensibiliza-los
para as limitagdes do raciocinio indutivo. Simultaneamente, pode contribuir para faci-
litar o desenvolvimento de uma atitude de desconfianca prudente e critica face a
raciocinios que parecem ser validos.

As tarefas Os sacos de berlindes e Onde estdo os animais? permitem destacar as
potencialidades do raciocinio dedutivo enquanto processo de provar a consisténcia
l6gica de certas descobertas, com base em factos aceites como verdadeiros.

Os sacos de berlindes

Na figura estao representados 2

quatro sacos, cada um com G 06

uma grande quantidade de ber- @ @ @

lindes. Num dos sacos, os ber- @ @ @ P
lindes tém o numero 1 dese-

nhado, noutro o numero 3, © o () Q)
noutro o nimero 5 e noutro o ©) © (1) D @) @)
nimero 7. Tirar 10 berlindes (1) (1) 000

dos sacos de tal modo que a
soma dos numeros seja 37.

E natural e desejavel que, numa primeira fase, os alunos escolham dez berlindes ao
acaso e tentem encontrar o total pretendido. Provavelmente, ndo demorara muito
tempo a constatarem que 37 é muito mais dificil de obter do que inicialmente pare-
cia. A questdo é saber se, de facto, é impossivel chegar a esta soma e porqué. Nesta
fase, podera ser vantajoso, por um lado, o professor incentiva-los a focarem-se nos
nameros que vao encontrando e a analisarem se ha alguma caracteristica comum a
todos eles. Por outro lado, desafid-los a obterem 37 tirando um numero diferente de
berlindes e a reflectirem porque é que, neste caso, o conseguem € no primeiro ndo.

Estas estratégias poderdo ser propicias a que os alunos comecem a intuir que a ndo
obtencao de 37 podera relacionar-se com o nimero de berlindes tirados dos sacos e
com as particularidades dos numeros ai desenhados. Todos estes nimeros sdo impa-
res. Ao adicionar dois nimeros impares, obtém-se um ndmero par e 0 mesmo acon-
tece quando se adicionam, 4, 6, 8, 10, ou qualguer outro niumero par de nimeros
impares. Assim, € mesmo impossivel obter 37 a partir de 10 berlindes: os numeros
que adicionamos sdo todos impares, o nimero de parcelas da adicdo é par e 37 é um
namero impar.



Uma possivel extensdo desta tarefa, favoravel ao aprofundamento das ideias mate-
maticas em jogo, é pedir aos alunos que modifiqguem o enunciado de modo a que seja
possivel obter 37 a partir de 10 berlindes.

Onde estao os animais?

Em cada uma das caixas da figura esta um
animal. Sabemos que, nas caixas numeradas
com numeros pares, estd ou um gato ou um
pato. Nas que tém numeros impares, esta ou
um cdo, ou um hamster ou uma tartaruga. Se
tirarmos a caixa onde esta o hamster, cai a do
gato. Se tirarmos a da tartaruga cai a do cdo.
Onde estara cada animal?

Se os alunos estiverem familiarizados com a nogdo de numero par e de numero
impar, talvez ndo seja muito complicado descobrirem, através da estratégia de ten-
tativa e erro, que nas caixas 1, 2, 3, 4 e 5 estdo, respectivamente, o cdo, o gato, a
tartaruga, o pato e o hamster. Importa, no entanto, que ndo fiquem por aqui e que
o professor os incentive a reflectirem sobre a tarefa de modo a trazer para primeiro
plano os dados de que se parte e o que pode deduzir-se das varias afirmacodes inclui-
das no enunciado.

Um dos dados passivel de conduzir a descoberta da localizagdo dos animais é o facto
de se saber que os niumeros 2 e 4 sdo pares, enquanto que os restantes sdo impa-
res. Assim, o gato e o pato s6 podem estar nas caixas 2 ou 4. Resta saber onde esta
cada um deles. E aqui entra um outro dado: a caixa do gato cai, se tirarmos a do
hamster. Logo, o gato sé pode estar numa das caixas do plano superior e o hamster
numa das do plano inferior. Como a Unica caixa de cima que tem um numero par é a
2, entdo o gato estd nesta caixa. Daqui resulta, por exclusdo de partes, que o hams-
ter ndo pode estar nem na caixa 1, nem na caixa 3. Tem de estar na 5. Por outro
lado, cada caixa sé tem um animal, o que transparece no enunciado da tarefa pelo
uso de “ou ... ou”, que traduz uma disjungao exclusiva. Assim sendo, se o gato esta
na caixa 2, entdao o pato tem de estar na caixa 4. Falta localizar os dois “bichinhos”
restantes. Por um raciocinio analogo, o cdo s6 pode estar em 1, pois a caixa onde esta
cai quando se tira a da tartaruga.

Naturalmente, este ndo é o Unico raciocinio possivel para justificar onde estdo os ani-
mais. O que é fundamental é que o professor explore a tarefa com os alunos de modo
a trazer para primeiro plano o que permite fundamentar a localizacao de cada um a
partir, nomeadamente, do que se sabe sobre nimeros pares e nimeros impares e das
consequéncias que advém da certeza de que um animal estd numa determinada
caixa.

Algarismos em sanduiche é uma tarefa que pode ser Util para os alunos contactarem
com percursos argumentativos baseados em raciocinios empiricos e, além disso, no
método de redugdo ao absurdo.




Algarismos em sanduiche

Tem-se dois algarismos 1, dois algarismos 2 e dois algarismos 3. Dispor em
fila estes algarismos de modo a que entre os dois 1 haja um so6 algarismo,
entre os dois 2 haja dois algarismos, e entre os dois 3 haja trés algarismos.

Sera possivel encontrar uma fila de algarismos com estas caracteristicas se so
se tiver dois algarismos 1 e dois algarismos 2?

Na primeira parte da tarefa, a realizacao de experiéncias sistematicas é fundamental
para os alunos descobrirem a localizacao dos algarismos. A manipulacao de cartdes
com os algarismos escritos pode ser favoravel a identificagdo e teste de varias hipo-
teses. Um modelo do tipo do ilustrado em seguida é um instrumento poderoso para
facilitar a descoberta de todas as solugdes. Para o construir comecga-se por desenhar
uma fila de quadrados justapostos, assentes num rectangulo de altura reduzida, como
mostra a figura 10.

Figura 10

Em seguida, escreve-se o algarismo 1 em dois quadrados separados por um quadrado
vazio e corta-se como ilustra a figura 11 A. Pelo mesmo processo e com as adapta-
c¢Oes necessarias, constroem-se figuras idénticas para os restantes algarismos (ver

figuras 11 B e 11 C).
1 B
A B C

Figura 11

Usando o modelo, as experiéncias tornam-se mais simples, pois basta fazer deslizar
as figuras umas sobre as outras para se perceber quais sao as possibilidades de loca-
lizacdo dos algarismos. Por exemplo, na primeira parte da tarefa sabe-se que o com-
primento total da fila é 6, pois ha 6 algarismos. Se se comegar por localizar o 1 numa
das extremidades, quer a seguir venha o 2, quer venha o 3, o comprimento da fila
ultrapassara 6, pois ficam “espacos” vazios. Logo, a disposicdo dos algarismos ndo
pode comegar por 1. Iniciando a fila por 2, a seguir nao pode vir um 1, pois, se o loca-
lizdssemos ai, o0 segundo 1 iria sobrepor-se ao segundo 2. Deste modo, a seguir ao 2
s6 pode vir o 3 (figura 12):

Figura 12

Restam dois “espacos” vazios, separados entre si por um quadrado ocupado por um
2, 0 que permite que ai se “encaixem” os 1, respeitando as condigbes do enunciado.
Assim, uma possibilidade é: 231213. A outra é a simétrica desta e obtém-se por um
raciocinio idéntico: 312132.



Observe-se, agora, a segunda parte da tarefa: Sera possivel encontrar uma fila de alga-
rismos com estas caracteristicas se sé se tiver dois algarismos 1 e dois algarismos 2?

Com o modelo, facilmente se descobre que ndo, pois se a fila comecasse por 1, ao
colocar-se os 2, o comprimento total da fila seria 5 (ha um espaco vazio), o que nao
pode acontecer pois 0 maximo € 4. Se se iniciasse a fila com um dos algarismos 2,
as tentativas de localizagdo dos 1 conduziriam ou a sobreposigao de algarismos, o que
nao pode ser pelo enunciado da tarefa, ou a uma fila de comprimento 5.

A impossibilidade de construir uma fila com os algarismos 1 e 2 respeitando as con-
dicbes do enunciado, poderia ser provada sem o recurso ao modelo usando, por
exemplo, o método de reducdo ao absurdo. Comeca-se por supor que esta fila exis-
te. Sabe-se que, entre os dois 2, tem de haver dois algarismos. Como os Unicos dis-
poniveis sdo os dois 1, entdo teriam de localizar-se entre os 2, ou seja, um 1 teria
que ficar a seguir ao outro 1. Ora, pelo enunciado da tarefa, os dois 1 tém de ficar
separados por um algarismo. Cai-se, assim, numa contradicao: por um lado os dois
1 tém que ficar seguidos e, por outro, ndo o podem ficar. Esta contradicdo adveio de
partirmos da hipétese de que a fila existe. Logo, a fila ndo pode existir.

O professor pode propor extensdes da tarefa Algarismos em sanduiche. Por exemplo:
E se acrescentarmos dois 4, de modo a existirem quatro algarismos entre eles? E jun-
tando mais dois 5? E mais dois 6? E mais dois 7? Se designarmos as “sanduiches”
referidas no enunciado da tarefa por sanduiche tipo 3, sanduiche tipo 2 e assim suces-
sivamente, para que valores parece ser possivel construir sanduiches? E impossivel?

A tarefa Regularidades num calendario permite ilustrar o significado de justificar uma
conjectura por exaustao e, simultaneamente, recordar a prova pelo recurso ao exem-
plo generalizavel, de que se falou a propdsito de Numeros em Circulos.

Regularidades num calendario Dom. | Seg. | Ter. | Qua. | Qui. [ sex. | séb.
Observar a folha de calendario representa- 1123 4

da. Seleccionar uma “cruz” qualquer do tipo 5 | 6 | 7| 8 | 9|10/ 11
da sombreada e adicionar todos os nimeros 12 | 13 |14 | 15 | 16 | 17 | 18
que estdo no seu interior. Investigar a rela- 9 | 20| 21 IR 23 | 24 | 25
cdo entre a soma obtida e o nimero que

estd no centro da “cruz” seleccionada. 26 | 27 28] 29 |30

E importante que os alunos comecem por analisar exemplos que, de inicio, podem ser
escolhidos ao acaso. No entanto, posteriormente, ha que realcar as vantagens de uma
escolha sistematica, pois favorece a formulacdo de conjecturas. Por exemplo, se
comecgarem por adicionar todos os numeros da cruz assinalada, cujo nUmero do cen-
tro € 15 (multiplo de 5), obtém a soma 75. Se usarem, em seguida, uma outra cruz
em que o numero do centro também seja multiplo de 5 (por exemplo 10), o profes-
sor pode desafia-los a analisarem o que acontece se a cruz tiver no meio um ndme-
ro que ndo o &, como é o caso de 21, em que se obtém 105.

A observacgdo das somas obtidas pode bastar para intuir que os nimeros tém qual-
guer coisa em comum: o algarismo das unidades ou é zero ou € 5; nos restantes digi-
tos parece nao haver regularidade alguma. Um dos recursos que pode ser Util a des-
coberta de relacdes é a organizagao dos dados numa tabela que apenas contém os
elementos que se pretendem relacionar:




Numero do centro da cruz | Soma dos numeros da cruz

15 75
10 50
20 100
21 105

Se os alunos estiverem familiarizados com contagens de 5 em 5, ou com a tabuada
do 5, poderdo constatar, a partir da observagao da 2.2 e 3.2 linhas, que a soma dos
numeros da cruz é 5 vezes o numero do centro. Os exemplos das restantes linhas
confirmam esta relagdo. Assim, parece razoavel conjecturar que qualquer que seja a
cruz (do tipo da da tarefa), a soma dos nimeros do seu interior obtém-se multipli-
cando 5 pelo nimero que estd no seu centro.

As conjecturas sao sempre “suspeitas” e, se ndo se conseguir encontrar um contra-
-exemplo que as refute, devem ser seguidas de outras actividades — procurar porqué
e explicar porqué, ou seja, produzir uma argumentacdo convincente e matematica-
mente valida, que terd de convencer um leitor/ouvinte critico. Nesta fase, Mason
Burton & Stacey (1984) recomendam trés estadios:

W convencer-se a si proprio;

W convencer um amigo, o que leva a necessidade de articular o que parece ébvio
de modo a que outros sejam confrontados com razdes convincentes sobre por-
que é que se afirma o que se afirma;

W convencer um inimigo, no sentido de convencer alguém que duvida ou questio-
na as afirmacdes que se fazem.

E natural que os alunos se convengam que o facto de varios casos analisados verifi-
carem a conjectura, é suficiente para garantir a sua validade para qualquer cruz. Cabe
ao professor desempenhar o papel de “inimigo”, para os ajudar a compreender que
este processo ndo basta, a menos que analisem todas as cruzes que € possivel dese-
nhar no calendario nas condicGes referidas.

Um possivel desafio é pedir-lhes para fazerem o levantamento sistematico de todas
as possibilidades e justificarem que as consideraram, de facto, todas. Pode-se enve-
redar por esta via, pois o universo de casos é finito e o seu nimero ndo € elevado (ha
12 cruzes). Estariamos na presenca de uma prova por exaustdo uma vez que se ana-
lisaram todas as possibilidades e nenhuma refutou a conjectura. Outra hipotese é o
professor incentivar os alunos a explorarem relagdes numéricas entre os nimeros que
estdo no interior da cruz focando, simultaneamente, a sua atengdo no numero do cen-
tro, como é ilustrado na figura 13.

Dom. | Seg. | Ter. | Qua. | Qui. | Sex. | Sab.
1 2 3 4
9 10 11

5 6 7 8
<

12 13 Al4 15 | 16, 17 | 18

19 20 |21 | 22 | 23|| 24 | 25

Retirar 7 a 22 e adiciona-lo a 8

26 27 128 | 29 | 30

Retirar 1 a 16 e adiciona-lo a 15
Figura 13



Esta figura evidencia que na cruz “ha” 5 quinzes: 22-7; 8+7; 16-1; 14+1; 15. Assim,
a adicdo dos nimeros do seu interior conduz a 5x15. As setas desta figura e expressdes
numeéricas a elas associadas, permitem evidenciar que o raciocinio feito a partir deste
exemplo é valido seja qual for a cruz considerada, pelo que se pode considerar a con-
jectura provada pelo recurso ao exemplo generalizavel.




O estudo PISA 2000 revela que muitos jovens portugueses tém uma capacidade de
argumentacao significativamente débil (Ramalho, 2002). Em particular, fundamen-
tam os seus raciocinios baseando-se em informagfes excluidas pelos enunciados de
tarefas propostas, apelam a informacao ndo pertinente e irrelevante para justificar as
suas respostas e fazem generalizagdes sem se preocuparem em as testar ou verifi-
car. A atitude que frequentemente se encontra nos alunos — ndao apenas portugueses
e nao sé do 1.9 ciclo do ensino basico — é a de uma certa falta de comprometimento
com a coeréncia, avaliagdo ou justificagdo dos seus raciocinios e com a analise criti-
ca e fundamentada do que ouvem dos colegas. E como se considerassem que este
papel ndao lhes compete.

Lidar com esta tendéncia de modo a altera-la ndo é simples, tal como ndo é simples
ensinar os alunos a reconhecer, produzir e avaliar argumentos matematicamente vali-
dos adaptados a sua maturidade. A complexidade deste processo coloca o professor
perante desafios que ndo existirdo se a énfase for, meramente, colocada na aprendi-
zagem de técnicas e procedimentos ou se o controle do discurso da aula e o poder
decisorio sobre o valor matematico desse discurso estiverem inteiramente nas suas
maos.

Em particular, importa que o professor proporcione aos alunos experiéncias de apren-
dizagem em que tenham oportunidade para explicar e justificar o que dizem ou
ouvem, para formular conjecturas e para se envolverem na justificacdo da sua plau-
sibilidade e prova. Fundamental, também, desde os primeiros anos, é que o profes-
sor os ajude a incorporar, gradualmente, no seu vocabulario termos que lhes permi-
tam falar sobre todos estes aspectos.



INTEGRANDO CONTEUDOS
e PROCESSOS MATEMATICOS

A jornada das mil milhas comecou com um simples passo.

(Provérbio chinés)






Introducéao

Apresentou-se até aqui um conjunto de ideias que importa ter presentes no trabalho
com os alunos associadas a Resolucdo de Problemas, as Conexbes matematicas, a
Comunicacdo matematica e a Argumentacdo em Matematica. Recorreu-se a sua sepa-
ragdo por capitulos por uma questdo de organizacdo do texto escrito. Com efeito, na
sala de aula as tarefas devem ser exploradas de modo a promover a articulacdo e
integracdo destes processos matematicos, embora o grau de profundidade desta
exploracdo dependa da natureza da tarefa e dos objectivos pretendidos.

Este capitulo focar-se-a na integracdo de conteldos e processos matematicos através
de duas vias consideradas essenciais e complementares. Na primeira seccdao, apre-
sentam-se propostas de trabalho organizadas em cadeias de tarefas e sugestoes para
a sua exploracao na sala de aula. A segunda, centra-se em aspectos relativos a cons-
trucdo e manutencao de uma cultura de sala de aula entendidos como favoraveis a
que os alunos aprendam a pensar matematicamente, a encontrar sentido nas ideias
matematicas com que lidam e a saber utiliza-las de uma forma correcta, fundamen-
tada e critica.




Integracao via tarefas matematicas

As tarefas seleccionadas para exemplificar modos de abordar, de forma integrada,
varios processos e contelldos matematicos, foram, essencialmente, problemas, o que
ndo significa aderir a ideia de que, na sala de aula, apenas devam ser propostas tare-
fas deste tipo. A cada uma estdo associadas sugestdes de possiveis exploraces, bem
como de modalidades de organizacao do trabalho com os alunos. As tarefas podem
ser trabalhadas em mais do que um ano de escolaridade e o seu enunciado sugere o
material a usar que, naturalmente, podera ser substituido por outro. Cabe ao profes-
sor adapta-las aos seus alunos, bem como as particularidades do contexto em que
desenvolve a sua actividade.

No inicio de cada cadeia de tarefas, aparece, no lado direito, uma caixa em sombrea-
do escuro onde se discriminam tdépicos matematicos por ela abrangidos. Nas suges-
tOes de exploracdo de cada tarefa, por seu lado, explicita-se, em caixa sombreada a
claro, os processos matematicos mais relevantes que podem ser mobilizados na sua
exploracdo.

‘ 5.2.1 Par ou impar

Esta proposta de trabalho Ainclui uma cadeia |_ NGmero par e ndmero impar.
de cinco tarefas, com incidéncia principal nos | - Adicao e multiplicagao.
Niumeros e OperacBes. Envolve a utilizacdo de - &alculo mental.

.. i . - Operadores numéricos:
materiais como feijoes, papel quadriculado e dobro de e metade de.

dados. - Nogdo intuitiva de probabilidade.

1. Brincando com feijoes

A Ana e o Rui estdo a jogar com feijoes. Cada um esconde alguns feijoes na
mao fechada, estendendo o braco. A Ana comeca, tentando adivinhar se o
numero de feijoes do Rui é par ou impar. Se acertar, o Rui da-lhe os seus fei-
joes; se errar, da ela os seus ao Rui. De seguida, é a vez de o Rui tentar adi-
vinhar. Ganha quem ficar com mais feijoes.

Depois a Ana comegou a pensar:

- Se 0 meu numero de feijoes é par e o teu é impar e eu recolher tudo, fico
com um numero par ou impar?

E o Rui disse:
- Ha bocado eu tinha um numero par de feijoes e tu deste-me um numero par.
Fiquei com par ou impar?

Investiga esta situacao. Podes colocar os feijoes aos pares e verifica se sobra,
ou ndo, algum sem par.



Sugestoes de exploracao

Desafiar os alunos a investigarem esta situacao,
comecgando, cada um, por jogar com 0 seu par

Realizar experiéncias usando objectos.
Descobrir padrdes.

usando feijoes. O que se pretende é que interio- - Formular conjecturas.
rizem a representacdo dos pares e dos impares, - Representar o mesmo conceito de diferentes
emparelhando-os como se sugere em seguida: modos.

Por exemplo:

Para representar o nimero 6, fazemos:

200
999 °

E para representar o 7:

@@@@ impar
99 g

Posteriormente, importa que os alunos evoluam para representacdes mais abstractas:

Representa agora cada numero par porl_le cada ndmero impar por/\
Completa:

O+ =_,; UO+A=_;
A+ld=__; A+A=__.

Os alunos devem fazer diversas experiéncias numéricas, regista-las, procurar regula-
ridades, testar essas regularidades através da exploracao de mais exemplos e, final-
mente, formular uma conjectura, escrevendo-a em linguagem corrente. As conjectu-
ras serao, possivelmente, do tipo: a soma de dois nimeros pares é um numero par;
a soma de dois numeros impares é um numero par; a soma de um numero par com
um numero impar ou de um impar com um par é um numero impar.

Esta tarefa destina-se, preferencialmente, ao 2.9 ano de escolaridade.

2. Numeros quadriculados

Representa, agora, os numeros em papel quadriculado.

Pares: H

Impares:

Em seguida, recorta as figuras obtidas e coloca-as lado a lado.
Tenta explicar e justificar as tuas descobertas.




Sugestoes de exploracao

A representagao d‘e nimeros Nem papel quadri- _ Representar nimeros pares e impares.
culado presta-se a justificagdo das conjectu-  _ gypiicar e justificar raciocinios.

ras formuladas na tarefa Brincando com fei- - Provar conjecturas pelo recurso ao exemplo
joes. Sendo isomorfa a representagao com generalizavel.

feijoes, corresponde, no entanto, a mais um

passo na abstraccdo.

A exploracdo da tarefa Numeros quadriculados apela ao raciocinio dedutivo e consti-
tui um bom exemplo de que ele é possivel no 1.0 ciclo do ensino basico. Com efeito,
ao colocarem lado a lado duas pecgas representando nimeros pares, justificam que a
soma é par:

Ao colocarem dois nimeros impares encaixados, como mostra a figura seguinte,
poderao justificar que a soma de dois impares é um par:

Finalmente, ao colocarem as representagées de um par e um impar lado a lado, mos-
tram que a soma de um par com um impar - ou de um impar com um par — é impar.

No processo de exploragdo da tarefa, € importante levar os alunos a explicitarem aos
colegas o seu raciocinio.

Esta tarefa destina-se, preferencialmente, ao 2.9 ou 3.9 ano de escolaridade.

3. Compras

A Ana e o Rui tém 30 céntimos para comprar folhas brancas e de cor. Cada
folha de cor custa 5 céntimos e cada folha branca custa 4 céntimos. Quantas
folhas de cada tipo podem comprar, se quiserem gastar o dinheiro todo?

Explica as conclusdes a que chegaste.

Sugestoes de exploracao

Procura-se que 0s alunos generalizem 0 pro- Fazer tentativas.

ble,ma para um numero par € para um nume- Construir uma tabela para representar e
ro impar de parcelas. Em particular, pretende- organizar informacso.

se que concluam, possivelmente depois de Estabelecer conexdes entre a Matematica e
varias tentativas, que, como o preco das fo- a vida real.

Ihas brancas é sempre par, os amigos, para Provar por exaust&o.

perfazerem 30 céntimos, nunca poderao com-

prar um numero impar de folhas de cor. Em

seguida, surge a necessidade de analisar as

restantes hipoteses, o que pode ser feito atra-

vés da construcao da seguinte tabela:



n.° folhas| preco |n.° folhas|preco Total
de cor brancas
0 0 - - impossivel
2 10 5 20 30
4 20 - - impossivel
6 30 0 0 30

Na fase do preenchimento da tabela, confrontam-se com os valores 30 e 10 para a
compra de folhas brancas, que ndo sao divisiveis por 4, o que leva a conclusdo de que
a primeira e a terceira hipéteses sao impossiveis.

Estas conclusdes, por parte dos alunos, dependem de o professor conduzir um didlo-
go cuidadoso que garanta, por um lado, que todas as situacdes foram analisadas e,
por outro, quais as razdes de impossibilidade de algumas delas.

A conclusdo final é que ha, apenas, duas solugdes para o problema: ou compram duas
folhas de cor e cinco brancas ou compram apenas seis folhas de cor. A tabela apre-
sentada permite analisar todos os casos.

Esta tarefa destina-se, preferencialmente, ao 3.9 ano de escolaridade.

4. Gincana

Escolhe um numero.

Entra no circuito seguinte com esse nimero e vai seguindo as instrugdes com
que deparares.

Conseguiste sair do circuito? Se sim, ao fim de quantas passagens no primei-
ro posto? Se ndo, quais os nimeros que ndao saem?

Repete a experiéncia com outros nimeros.

calcula a
metade

entrada

somg—lhe

o teu numero
agora é este




Sugestoes de exploracao

Este jogo pode ser feito no papel ou, em alter-
nativa, marcar-se o circuito no terreno para
gque as criangas o percorram com um numero
identificador. Sugere-se que inicialmente se
escolham numeros entre 1 e 10.

Realizar experiéncias
Identificar padroes.

Enunciar e testar conjecturas.
Formular problemas.

De uma forma ludica, o aluno vai sendo conduzido pelas instrugdes ao reconhecimen-
to de numeros pares e impares e ao calculo mental, desenvolvendo, assim, o sentido
do numero. O facto de ter de executar um conjunto sequencial de instrugées em alter-
nativa, tendo de tomar decisdes, permite disciplinar e organizar o pensamento.
Ilustra-se, em seguida, tentativas para os primeiros niumeros:

1 sai

2011 sai ao fim de uma volta
3636 N3 1 nao sai

42111 sai ao fim de duas voltas
5080421l sai ao fim de quatro voltas
6 [3M6N3M6I 1 nao sai

7 101584 M2 111 sai ao fim de seis voltas

8 412111 sai ao fim de trés voltas

9 12163 M6 311 nao sai

10 (50842111 sai ao fim de cinco voltas

Sugere-se que o professor incentive os alunos a realizarem um registo semelhante.

Com a continuagao das experiéncias, os alunos podem descobrir que 0os niumeros que
ndo saem sdo 3, 6, 9, 12, ... identificando-os como multiplos de 3. Poderdo ainda, des-
cobrir que saem sempre os numeros cuja metade, a metade da metade e assim
sucessivamente &, em qualquer dos casos, um numero par até chegar ao 1; isto &,
saem sempre as poténcias de 2.

As regras estabelecidas para a continuagdo do percurso podem ser alteradas. Além
disso, pode incentivar-se os alunos a inventarem novas regras que permitam outro
tipo de calculos mentais e outras abordagens.

Esta tarefa destina-se, preferencialmente, aos 3.9 e 4.9 anos de escolaridade.

5. O jogo do produto

A Ana e o Rui brincavam com dois dados cujas faces estdao numeradas de 1 a 6.
A certa altura, a Ana disse ao Rui:

- Vamos fazer um jogo. Lancamos os dados; se o produto der par, eu ganho
um ponto; se der impar ganhas tu.

O Rui respondeu-lhe, indeciso:
- N&o sei se esse jogo me convém...
VVamos jogar para ajudar o Rui a decidir.



Sugestoes de exploracao

Esta tarefa permite estabelecer conexdes
entre o campo numerico, e>,<plorando a parida- entrada.

de do produto de dois numeros, e o tema Formular e testar conjecturas.
Probabilidades. - Provar as conjecturas por exausto.
Formular problemas.

Estabelecer conexdes dentro da prépria
Matematica.

Representar dados numa tabela de dupla

Os alunos comecam por jogar em grupos. Depois, registam a paridade (P - parou I - im-
par) do produto obtido ao multiplicar os dois nimeros resultantes do langamento dos
dados. O registo e a organizagao destes resultados podem ser facilitados pela cons-
trucdo de uma tabela de dupla entrada, onde se registam todos os casos possiveis.

Importa que o professor incentive os alunos a analisar a tabela, de modo a que che-
guem a conclusGes sobre se 0 jogo &, ou ndo, justo. Através desta analise, constata-
rao que ha muitos mais resultados pares; na verdade, um produto sé é impar quan-
do ambos os factores sdao impares, o que acontece em apenas 9 casos, contra 27
resultados pares num total de 36. Assim, o jogo ndo convinha mesmo ao Rui!...

O professor pode discutir com os alunos, em face deste resultado, o conceito de jogo
justo, como sendo um jogo em que ambos os jogadores tém, a partida, as mesmas
possibilidades de ganhar. Neste jogo tal ndo acontece pois, como vimos, o jogador
par tem o triplo das hipdteses do jogador impar, isto é, a probabilidade de o jogador
par ganhar o jogo é tripla da do jogador impar.

Uma extensdo do jogo do produto que se pode propor € a seguinte: Como transfor-
mar o jogo do produto num jogo justo, se houver liberdade para alterar os numeros
gue estdo nas faces dos dados (ou o numero de pintas dos dados) como se quiser?

Uma possibilidade é manter-se um dos dados e modificar o outro de modo a que os
numeros de todas as faces sejam impares.

Esta tarefa destina-se, preferencialmente, ao 4.9 ano de escolaridade.




@ 5.2.2 Triangulos e outras figuras

Esta proposta de trabalho inclui, tal como a ' _ Poligonos: reconhecimento e classificagdo.
anterior, uma cadeia de tarefas, neste caso - Figuras geometricamente iguais (congruéncia).
relacionadas com os temas Geometria e - Utilizagdo intuitiva de isometrias: rotagao e
Medida. Proporciona o desenvolvimento da simetria.

visualizacdo espacial no reconhecimento de - Perimetro e area: conceitos e medida.
figuras geometricamente iguais. Recorre a | - Propriedades de figuras geométricas.
materiais como papel, tesoura e geoplano.

1. Imaginando figuras com triangulos

Traga as diagonais do quadrado e recorta os quatro triangulos obtidos.

>DD

Colocando os quatro triangulos lado a lado de modo a que os lados coincidam
dois a dois, constréi todas as figuras possiveis.

Sugestoes de exploracao

Esta tarefa requer a manipulagdo de figuras _ pazer tentativas usando objectos.

geométricas e o uso da estratégia Fazer tenta- - Estabelecer conexdes entre a Matematica e
tivas. Os alunos devem comecar pelo reconhe- outras areas curriculares (expressdo plas-
cimento da igualdade geomeétrica entre os qua- tica e lingua portuguesa).

tro tridngulos. E importante que compreendam - Usar representagdes activa e iconica.

o processo de construcdo de novas figuras: ~ fuoa”;:g"car € justificar as descobertas efec-
os tridngulos ndo podem sobrepor-se e quan- :

do se justapdem os dois lados devem coincidir.

A tarefa Imaginando figuras com tridngulos pode ser (til para trabalhar o reconheci-
mento de diversos poligonos e algumas das suas propriedades. Permite a transicao
do nivel de mera percepcdo visual para o reconhecimento das propriedades das figu-
ras. Além disso, os alunos lidam com a igualdade geométrica para decidir se uma no-
va figura é realmente diferente das anteriores, o que proporciona a compreensdo
desta nogao. Vao, assim, interiorizando a ideia de que as acgdes de virar ou rodar
figuras ndo alteram a sua forma nem medidas. Exceptuando o quadrado donde se par-
tiu, apresentam-se, em seguida, as catorze figuras diferentes que é possivel construir.

g D g
AP BB PP AZTN

o o




O professor pode, ainda, sugerir aos alunos que imaginem designacoes criativas para
algumas das figuras construidas e que inventem e dramatizem uma histéria com
estas “personagens”.

Esta tarefa destina-se, preferencialmente, ao 3.2 ou 4.9 anos de escolaridade.

2. Perimetros e areas

a) Usando os triangulos N(triéngulos rectangulos isésceles)
constrdi, no geoplano, as seguintes figuras. Chama-lhes gato e raposa.

J

Contorna-as com um fio, primeiro o gato e depois a raposa.

Para qual delas precisaste de mais fio? Qual tem maior perimetro? Tenta jus-
tificar a tua conclusao sem te servires do fio.

b) Tomando como unidade de medida o triangulo que serviu para construir as
figuras, mede a area do gato e a da raposa. O que podes concluir?

Sugestoes de exploracao

Esta tarefa é_Ut“ para a exploragréo e Confr_o_n' - Argumentar usando raciocinio ldgico.

to dos conceitos de perimetro e area e facilita - justificar raciocinios.

a interiorizacdo da ideia de que medir € com- - Estabelecer conexdes entre Geometria e
parar. As figuras desenhadas no geoplano po- Medida.

dem ser outras quaisquer. De notar que, dada
a diferente disposicao dos tridangulos base nas duas figuras e para manter a sua equi-
valéncia o gato tem de ficar “inclinado” em relacdo aos lados do geoplano.

Na primeira parte, os alunos, ao medirem com um fio o contorno das figuras, vao
constatar, apenas por comparacdao, mesmo sem usarem unidades de medida de
comprimento estandardizadas, que contornar a raposa exige mais fio. Logo esta
figura tem maior perimetro do que a que o gato (talvez seja conveniente fazerem
uma marca no fio no fim da primeira medicdo). Pretende-se, depois, que os alunos,
caminhando para uma abstracgao progressiva, justifiguem esta descoberta sem usar
o fio. Poderdao argumentar que o gato é contornado por quatro segmentos “peque-
nos” e dois “grandes”, ao passo que a raposa é contornada por dois segmentos
“pequenos” e quatro “grandes”. Assim, a raposa tem maior perimetro. A segunda
parte visa a reconstituicao mental, pelos alunos, do processo de construcdo das figu-
ras, para concluirem que ambas sdo formadas pelos mesmos quatro tridngulos e, por
isso, tém a mesma area.

Para que ndo haja confusdo entre os conceitos de perimetro e de area, pode ser
importante que o professor deixe passar algum tempo entre a exploracdo das duas
partes da tarefa.




Esta tarefa destina-se, preferencialmente, ao 3.9 ou 4.9 anos de escolaridade.

3. Historia geométrica

No quadro esta um tridngulo rectangulo isdsceles B

Desenha uma nova figura que tenha uma propriedade em comum com o trian-
gulo. Que propriedade usaste?

Desenha agora uma outra figura com uma propriedade em comum com a que
desenhaste. Que propriedade usaste desta vez?

Sugestoes de exploracao

A tarefa Historia Geométrica pode ser explora-  _ Comunicar oralmente os raciocinios feitos
da com toda a turma, comegando o professor  ysando diferentes representacdes.

por colar no quadro um triangulo. Em seguida - Explicar e justificar raciocinios.

pode convidar os alunos a dirigirem-se - Estabelecer conexdes entre diversos topi-
sequencialmente ao quadro para desenharem cos de Geometria.

novas figuras respeitando as condi¢des da

tarefa. A medida que se desenvolve a activi-

dade, os alunos vao avangando no reconheci-

mento de propriedades das figuras geométri-

cas e na descoberta de caracteristicas comuns

em figuras diferentes. No final, ficara dese-

nhada uma sequéncia de figuras que constitui

uma histdéria, pois hd um elo de ligagdao entre

cada uma e a seguinte. Por exemplo:

Figura Caracteristica comum

um angulo recto

poligono de trés lados

poligono
quadrilatero

diagonais iguais

Naspy




Esta tarefa destina-se, preferencialmente, ao 3.2 ou 4.9 anos de escolaridade.

4. Ao telemovel

Constréi uma figura com alguns triéngulos&(triéngulos rectangulos isés-
celes).

Imagina que estas ao telemdvel com um amigo e queres que ele desenhe a
figura que construiste na posicdao em que a tens. Pensa na sequéncia de ins-
trugdes e transmite-a.

Sugestoes de exploracao

Inicialmente, o professor deve exemplificar .

- Comunicar oralmente com recurso a voca-
com toda a turma o que se pretende com a bulario especifico da Matematica.
tarefa, construindo, por exemplo, uma figura - Ejaborar uma sequéncia organizada de

e dando indicagdes sobre possiveis sequéncias instrugdes.
de instrucles para a reproduzir. Através desta - Executar uma sequéncia organizada de
accdo, contribui para que os alunos compre- instrugdes.

endam o tipo de trabalho que vao realizar.

Suponha-se que a figura desenhada no quadro é a seguinte:

Para desenhar este “lago”, uma sequéncia de instrugdes pode ser:
@ Desenha um quadrado com dois lados na horizontal;
@ Traga as suas diagonais;

@ Apaga os lados horizontais do quadrado.

Ou entdo:
@ Traga um segmento de recta horizontal chamando A e B aos seus extremos;

@ Traga o segmento de recta perpendicular ao anterior, do mesmo comprimento
e de modo que se cruzem a meio, chamando C e D aos seus extremos;

@ Une Acom Ce B com D;

@ Desenha a mesma figura, mas rodada de modo a que os segmentos AC e BD
figuem na vertical.

Posteriormente, a tarefa pode ser realizada por pares de alunos, havendo um sepa-
rador entre eles, de modo a esconder, a cada um, o trabalho do outro. Um dos ele-
mentos do par comega por construir a figura com os triangulos (podemos comecar
por nos limitar a dois tridangulos e, sé depois, passar para trés e para quatro) e d3,
de seguida, as instrucdes correspondentes. O colega vai desenhando uma figura no
seu caderno, de acordo com estas instrucdes. Findo o processo, comparam os dois
trabalhos e, no caso de nao estarem iguais, procuram descobrir o que falhou: se as




instrucdes enunciadas se a interpretacao das instrugdes ouvidas e/ou o seu cumpri-
mento. Em seguida, os alunos trocam de posicdes.

Provavelmente, vao ocorrer muitas situacdes dubias e polémicas, ja que se trata de
uma tarefa complexa. Assim, sugere-se que depois de os alunos jogarem duas ou trés
vezes, o professor aproveite um ou dois casos trabalhados e discuta com toda a turma
a correcgao da sequéncia de instrugdes procurando, em conjunto com os alunos, o
seu progressivo refinamento.

O trabalho realizado com as tarefas relativas a esta cadeia pode ser divulgado a
outras turmas da escola através, por exemplo, da elaboracdo de cartazes.

Esta tarefa destina-se, preferencialmente, ao 4.9 ano de escolaridade.

<@ 5.2.3 NuUmeros e Capicuas

Numeros e Capicuas € uma cadeia de trés ta- . _

e A . .. , , - Numeros inteiros.
refas cuja incidéncia principal € Numeros e _\gor posicional.
Operagbes, onde sobressai a importancia da - adicgo.
realizacdo de varias experiéncias pelos alunos, - Padrées numéricos.
bem como a familiarizagdo com as regularida- - Recolha e organizacdo de dados: tabelas e
des que vdo sendo detectadas. Estes aspectos graficos de barras.
sdo favoraveis ao desenvolvimento do sentido
do nimero e de capacidades de calculo. A sua
exploracdo requer lapis de cor, calculadora e
uma tabela com os nimeros de 10 a 99.

1. Palindromos e Capicuas

a) O que é que os numeros, as palavras e as frases seguintes tém em comum?
e 33 101 777 585 41 000 014
° Ana aia radar reler
e Luz azul
e Madam, I'm Adam
e Seco de raiva coloco no colo caviar e doces

b) Descobre uma palavra que seja palindromo.
c) Constréi uma frase capicua.

Sugestoes de exploracao

Esta tarefa pode constituir um bom ponto de par-  _ pescobrir padraes.

tida para que os alunos compreendam o signifi- - Estabelecer conexdes entre a Matematica e
cado de capicua e sua origem. Para ir mais além, a Lingua Portuguesa.

o professor podera propor um trabalho de pes-

quisa sobre palindromos e capicuas, recorrendo

a fontes diversificadas, o que pode dar origem

a um trabalho escrito elaborado em grupo.



Resumem-se algumas das ideias que poderdao surgir nessa pesquisa.

De acordo com os filélogos cataldes, a palavra capicua nasceu em Barcelona, no final
do século XIX, para designar os numeros que podem ser lidos indiferentemente da
esquerda para a direita ou da direita para a esquerda, como, por exemplo, 121, 3113
ou 25152. Por esta razdo, usa-se o vocabulo capicua, composto de cap+i+cua que,
em Cataldo, significa, literalmente, "cabeca e cauda". Este tipo de numeros ja era
estudado na Grécia Antiga, onde lhes chamavam numeros palindromos, a semelhan-
¢a dos palindromos na linguagem: vocabulos ou frases que podem ser lidas da
esquerda para a direita ou da direita para a esquerda, como, por exemplo, Ana ou luz
azul. Palindromo reune palin+dromo (em Grego, "de novo, em sentido inverso" e
"correr"). Em suma, capicuas ou palindromos podem ser nimeros, expressoes, pala-
vras ou frases.

A tarefa proporciona um contexto favoravel ao estabelecimento de conexdes entre a
Matematica e a Lingua Portuguesa e apela a imaginacdo dos alunos, dando-lhes a
oportunidade de apresentarem propostas criativas. Além disso, é propicia a descoberta
de regularidades, o que lhes facilitard, o desenvolvimento do pensamento algébrico.

Esta tarefa destina-se, preferencialmente, ao 2.9 ou 3.9 anos de escolaridade.

2. O truque do To

O T6 quis fazer um truque numérico ao Zé:
Té: Pensa num numero de dois algarismos.
Zé: Ja pensei.
To: Troca os algarismos para obter um outro nimero. Ja esta? Agora adi-
ciona os dois e diz-me quanto te deu.
Zé: Deu-me 132.
To: E eu ja sei qual foi o nUmero em que pensaste!

Sabera o T6 em que numero pensou o Zé? Procura descobrir.

Sugestoes de exploracao

O enunciado d? problema € um pouco m'Ster'o' - Fazer tentativas e descobrir padroes.
S0, como convém a um truque de magia. COmo - Formular conjecturas.

tal, € necessario que os alunos o explorem atra- - Justificar raciocinios.
vés do recurso a varios exemplos para apro- - Argumentar posigdes.
fundarem a compreensdo da questdo central. - Provar por exaustao.

O “clique” fundamental da-se quando os alunos conjecturam que para obter 2 como
algarismo das unidades, é necessario que a soma dos numeros correspondentes aos
algarismos das unidades das parcelas seja 2 ou 12. A partir dai, a tentativa torna-se
mais organizada e dirigida a um fim conhecido.

E natural que um aluno, ao encontrar a primeira solucdo, fique convencido de que
resolveu a questdo e considere que o To, de facto, sabia o nimero em que o Zé tinha
pensado. Nesta fase, é necessario que o professor o encoraje a persistir e a analisar
se a solucdo €, realmente, Unica.




Analisemos as decomposicées do 2 e suas consequéncias:

@ 2=0+2 -> o primeiro nimero seria 20 e o0 segundo 02, mas a sua soma nado é 132;
@ 2=1+1 -> o primeiro nimero seria 11 e 0 segundo 11, mas a sua soma nao é 132;
@ 2=2+0 -> o primeiro nimero seria 02 , que ndo € um numero de dois algarismos.

Como as decomposicdes do 2 ndo conduzem a nenhuma solugdo, analisemos as
decomposicdes do 12 em parcelas com um algarismo.

@ 12=349 -> o primeiro numero seria 93 e o segundo 39:
93
+39
132
Obtivemos a solugdo 93 e, por simetria, também 39.

@ 12=4+8 -> o primeiro numero seria 84 e o segundo 48.
84
+48
132

Desta vez, obtivemos a solugdo 84 e, por simetria, também 48.

@ 12=5+7 -> o primeiro numero seria 75 e o segundo 57.
75
+57
132

Aparecem aqui as solucdes 75 e 57.

@ Finalmente, 12=6+6 —> ambos 0s nimeros seriam 66
66
+66
132

E 66 é também solucdo.

No final, constata-se que ha sete solugdes possiveis, donde se conclui que o Té nao
podia saber o nimero em que pensou o Zé: ha sete niUmeros de dois algarismos cuja
soma é 132.

Esta tarefa destina-se, preferencialmente, a alunos a partir do 2.° ano de escolaridade.

3. A caminho das capicuas

Podemos obter nimeros capicuas partindo de um nuimero e efectuando alguns

passos.
Exemplo 1 Exemplo 2

67

+76

29 143

+92 +341

121 484

capicua - 1 passo capicua - 2 passos
Os passos indicam o nimero de operagdes necessarias para chegar a uma

capicua.

Faz algumas experiéncias, procurando classificar os nUmeros em capicuas de
1, 2, 3, ... passos.

Regista as tuas descobertas.



Sugestoes de exploracao

A ta_refa podera ser explorada pelos aI_uno:q OF-  _ Fazer uma tabela.
ganizados em grupo. Cada grupo analisara um  _ pescobrir padrdes.

determinado conjunto de nimeros (por exem- - Explicar e justificar raciocinios e regulari-
plo, 10 a 19; 20 a 29; 30 a 39; ...; 90 a 99) dades.

e identificard os passos necessarios para che- - Utilizar e relacionar diferentes tipos de re-
gar a uma capicua. Os dados devem ser regis- ~ Presentacdes de dados.

tados numa tabela:

0 passos | 1 passo | 2 passos | 3 passos | 4 passos | 5 passos | 6 passos | Mais de 6 passos

11
22
33
a4

A calculadora pode ser util para fazer as experiéncias a partir do terceiro passo,
podendo usar-se, eventualmente, o computador e uma folha de calculo.

Para uma melhor visualizagdo das descobertas, pode distribuir-se, por cada grupo,
um quadro como o da figura 1 em que os alunos pintardo cada niumero usando cores
diferentes de acordo com o numero de passos necessarios para obter uma capicua
(figura 2).

10|11]12/13|14 /15|16 /17|18 19 11 19
20|21 22|23 2425|2627 2829 22 28 [ 0 pase

30|31/32|3334|35|36|37 38|39 33 = O

40|41 (42|43 |44 45|46 47|48 |49 m I DREEEE

50|51 52|53 5455|5657 |58 |59 55 BB 57 58 59| [ |3 passos

606162636465 66|67 6869 64 68N 66 |67 |68 W 4 passos
70|71|72|73|74|75|76 77| 78|79 73 [l 75| 76 | 77 I e
80/81/82/83 84|85/ 86|87 88|89 82 |88l 84 | 85 |86 |87 88 -
90/91/92/93/94|95|96|97 98|99 91 8N 93|94 |95 99

Figura 1 Figura 2

Como se pode constatar a partir da observacéo da figura 2, ha sé dois nimeros - o 89
e 0 98 - que requerem mais de seis passos para chegar a uma capicua. Em qualquer
destes casos, sdo necessarios 24 passos.

E importante incentivar os alunos a analisarem a figura colorida de modo a descobri-
rem relagdes interessantes que devem procurar explicar. Além disso, a exploragao da
tarefa proporciona uma boa ocasido para organizarem dados recolhidos numa tabela
e também apresenta-los sob a forma de um grafico de barras.




Lista-se, em seguida, algumas das relagdes que podem surgir ao longo do trabalho:

@ O que se passa, por exemplo, com o numero 36 passa-se com o 63 e, generi-
camente, com dois nimeros quaisquer com a ordem dos algarismos invertida.
Daqui resulta a simetria da tabela e, portanto, a necessidade de fazer apenas
metade das experiéncias.

@ Funcionam da mesma maneira 0s casos em que a soma dos nimeros corres-
pondentes aos algarismos é a mesma. Por exemplo, as conclusdes para o
numero 56 (65) sdo as mesmas que para o numero 47 (74).

@ Sempre que a soma em cada ordem provoque transporte, o nimero de passos
para atingir uma capicua vai aumentando com o valor numérico dos numeros
correspondentes aos algarismos desse numero.

Esta tarefa destina-se, preferencialmente, a alunos a partir do 3.9 ano de escolaridade.

‘ 5.2.4 Percursos no relvado

Esta proposta de trabalho tem incidéncia prin- | _ Medicdo de comprimento, area e tempo.

cipal na Geometria e Medida. Recorre aos se- | - Divisdo. _ o
guintes materiais: corda para tragado no ter- | Propriedades de figuras geometricas.
reno, papel em que estdo desenhados quadra- - Estimativas.
dos e instrumentos de medigao. - Raciocinio proporcional.

1. Marcando percursos no relvado da escola P

O relvado da escola do Pedro tem a forma de um quadrado.
Hoje vai haver provas de atletismo e o Pedro tem de marcar
quatro percursos no relvado para uma corrida disputada por
quatro colegas que devem partir do mesmo ponto e dirigir-se
a pontos distintos A, B, C e D. A B c

O Pedro marcou no chdo, com a ajuda de cordas, os seguintes percursos
partindo de P:

Pensas que esta corrida vai ser justa? Porqué?
Sugere alternativas.

Sugestoes de exploracao

Esta tarefa pode ser realizada no relvado (ou
patio) da escola recorrendo a marcagdo de um Explicar e justificar raciocinios.
quadrado e dos percursos indicados, com a ajuda Estabelecer conexdes entre a Matematica e
de cordas. Os alunos, depois da dramatizagao da a Expressdo Fisico-Motora.

situagdo, reconhecem facilmente que a corrida Usar representagdes activa e iconica.

nao é justa, ja que os percursos ndo tém o mes-

mo comprimento, o que pode ser verificado por

medigao. No entanto, a conclusdo de que o aluno

que chega primeiro é o que tem o percurso me-

nor pode ndo corresponder a realidade. Este as-

pecto deve ser discutido com a turma.

Fazer uma simulagao/dramatizagdo.



Em seguida, os alunos devem trabalhar na sala de aula, com papel e lapis, de modo
a procurarem justificacGes para a comparacgao entre os comprimentos dos varios per-
cursos, descobrindo propriedades de figuras geométricas (por exemplo, a diagonal do
guadrado é maior do que o seu lado).

Numa segunda fase, poderao trabalhar em pares com o objectivo de apresentarem e
justificarem percursos alternativos aos indicados de modo a que a corrida seja justa.

Apresentam-se algumas possibilidades de solucdo:

D C c D P D

A B A B A

O professor pode incentivar os alunos a imaginarem outras formulacdes da tarefa
modificando algumas condicdes no problema inicial. Por exemplo:

@ O ponto de partida ndo é o mesmo. Esta situacdao conduz a esquemas do tipo
a seguir apresentado, para os quais os alunos podem propor diferentes formu-
lagdes e/ou resolucoes.

<—— ? "
)
@ A figura inicial ndo é um quadrado. Pode ser, por exemplo, um rectangulo ndao

quadrado:

Esta tarefa destina-se a alunos a partir dos 3.9 e 4.9 anos de escolaridade.

2. Quantos pés de relva?

Descobre um processo de calcular um valor aproximado do nimero de pés de
relva existentes no relvado da tua escola ou de um jardim préoximo.




Sugestoes de exploracao

Esta € uma tarefa aberta que permite que oS _ requzir a um problema mais simples.

alunos procurem estratégias proprias e criati- - ysar argumentos matematicos para chegar
vas, para obter uma resposta. Sera adequado a consensos.
trabalharem em pares ou em pequenos gru- - Estabelecer conexdes entre Geometria e

pos. Sugere-se que o professor inicie a tarefa Medida.
guestionando os alunos sobre o numero de

pés que |lhes parece existirem no relvado, es-
tabelecendo uma pequena discussao sobre a
plausibilidade dos niumeros avancados.

Na sequéncia, surgird a questdo de saber se &, na realidade, possivel contar todos os
pés existentes. Provavelmente os alunos chegardo a conclusdao de que, na pratica,
nao o é. A partir dai, o professor deve conduzi-los para a necessidade de fazerem uma
boa estimativa. E aqui é que intervém a criatividade nas propostas dos alunos.

Poderdo surgir estratégias, exequiveis ou nado, relacionadas com pesagens ou calculo
de areas, que deverdo ser discutidas em grande grupo, de modo a identificar a melhor
estratégia para que esta seja utilizada por todos. Em alternativa, cada pequeno grupo
trabalha separadamente. A apresentacdo de estratégias e a discussdo conjunta reali-
za-se, apenas, no final.

A melhor estratégia sera considerarem um pequenino talhdo cuja area sabem calcu-
lar (por exemplo, um quadrado de 20 cm de lado), contando os pés de relva existen-
tes nesse quadrado. De seguida, devem calcular a drea do quadrado e a area total do
relvado, de modo a averiguar quantas vezes o pequeno quadrado ai cabe. Através do
raciocinio proporcional obtém-se um valor aproximado do nimero de pés de relva
existentes ao todo.

Esta tarefa destina-se, preferencialmente, a alunos do 4.° ano de escolaridade.



Aspectos de uma cultura de integracéao

A criagdo de uma cultura de sala de aula é um elemento fundamental de qualquer
pratica de ensino. A sua construcdo e manutengdo requerem o estabelecimento de um
conjunto de normas de accao e interaccao no interior das quais o professor pode ensi-
nar e os alunos podem aprender. Todos os professores, mais ou menos deliberada-
mente, realizam este trabalho. Fazem-no é de modos muito variados e partindo de
pressupostos diversos quanto as tarefas a propor, as actividades a valorizar, as inte-
raccOes a privilegiar e aos papéis dos varios elementos da turma. Esta diversidade
conduz a multiplas variacGes na cultura de sala de aula.

A integracdo de contelildos matematicos e processos matematicos, no sentido ante-
riormente referido, depende da existéncia de uma cultura de sala de aula com deter-
minadas caracteristicas. E indispensavel, por exemplo, que os alunos se envolvam na
apresentacdo, explicacdao e defesa das suas ideias, que reajam e comentem interven-
cOes dos colegas, que analisem criticamente o que ouvem e que, se ndo merecer o
seu acordo, o exprimam fundamentando o porqué da divergéncia.

Constituir e manter culturas deste tipo ndo é tarefa simples. Passa, ndo apenas por
fazer emergir ideias dos alunos, mas também por o professor saber o que fazer com
estas ideias de modo a que a turma trabalhe colectivamente no sentido de chegar a
consensos fundamentados e matematicamente relevantes sobre o significado de
ideias matematicas importantes. Passa, também, por ensinar “outros conteldos” que
vao para além do que usualmente se designa por contelldos matematicos (Lampert,
2001). Por exemplo, é fundamental que o professor ensine a importancia da escuta
atenta, da expressdo audivel, da participagdo organizada e do respeito mutuo. Além
disso, é essencial que os alunos aprendam que sdo responsaveis por explicarem e fun-
damentarem o que dizem e por tentarem encontrar sentido nas ideias apresentadas.

Caminhar nesta direccao depende, ndao apenas, daquilo que o professor diz, mas,
sobretudo, do que faz. Relaciona-se, nomeadamente, com a negociagdo de um certo
conjunto de normas de accao e de interacgdao que ajudem os alunos a compreender
qual o papel que deles se espera e como devem falar acerca de Matematica na sala
de aula: quem fala, para quem e de que modos. De modo a concretizar esta ideia,
retome-se um extracto do episédio Fomos comprar fiambre apresentado no capitulo 3.

Fomos comprar fiambre

Daniel: Eu fiz 0,93 vezes 4.

Patricia (olhando para a professora): 0,93? Onde esta 0,937
Professora: Pergunta-lhe.

Patricia: Onde foste buscar esse 0,937

O que estd em jogo neste didlogo é a negociacdo contextualizada de uma norma que
é fundamental para o estabelecimento de uma cultura com as caracteristicas referi-
das: os pedidos de explicacdo de raciocinios devem ser enderecados aos seus auto-
res e estes devem assumir a responsabilidade de os apresentar. Repare-se que, na
sequéncia da intervencdo de Daniel, Patricia endereca a professora um pedido de




explicagdo sobre o raciocinio do colega, o que traduz uma transgressao a esta norma.
A professora poderia ter-lha apresentado ou té-la pedido ao Daniel. No entanto, nao
o faz. Através da sua intervengdo "pergunta-lhe” mostra, claramente, que a norma
ndo foi respeitada e, por esta via, ensina a turma que se um aluno apresenta uma
ideia é a ele que devem ser dirigidos os pedidos de explicacdo. Simultaneamente,
mostra que este deve responsabilizar-se por a tornar inteligivel para outros.

Também o episddio E o nimero central e um quatro ao lado (adaptado de Boavida,
2005), associado a exploracdo da tarefa Numeros em Circulos apresentada no capi-
tulo 4, mostra de que modo a professora usa os acontecimentos da aula para promo-
ver uma negociacdo contextualizada da norma anteriormente referida. Repare-se, por
exemplo, na sua resposta a pergunta de Catarina.

E o nimero central e um quatro ao lado

Professora: Vamos agora todos discutir. Vao dar uma voltinha para nao ficarem
de costas para o quadro. Ricardo, vira-te ao contrario, faz favor! Vou comecar
por perguntar ao grupo do André. Qual foi a vossa primeira conjectura? André,
a primeira de todas.

André (olha para o caderno) A primeira, primeira? Foi o nUmero central e um qua-
tro ao lado. )
Professora: O grande total é igual ao niumero central e um quatro ao lado. E isto?
André: Sim, o quatro esta do lado direito. D& sempre quatro mais o niumero cen-

tral. Entdo, se o numero central for 50, da 504. Da o nimero mesmo e o quatro.

Catarina: Professora, quer dizer que é o niUmero central mais quatro?

Professora: Eu ndo sei... O André é que disse...

André: N&o! E o numero central e um quatro ao lado, ndo € mais um quatro, estas
a perceber? E o nUmero central com um quatro a frente.

Professora: Tomas, tém a mesma conjectura?

Tomas: Nao consegui ouvir.

Professora: Por acaso, desta vez, ele até falou mais ou menos alto. Vocés tém que
ouvir...

Tomas: Estava concentrado nisto (aponta para o caderno). Professora, venha ca ver.

Professora: Pois, mas estamos a tentar fazer uma discussao, portanto, quando
alguém esta a falar é para ouvir! E se queres dizer alguma coisa, diz para todos.

Tomas: Aqui também vimos que é nove vezes dez e depois mais quatro.

Professora: E que niumero é esse, 0 nove?

Mariana (em voz baixa): Eo que estd no meio.

Professora: Diz mais alto, Mariana para toda a gente ouvir.

Mariana: O nove é o numero do centro.

Professora: O nove é o nimero do centro. Entdo, qual é a vossa conjectura?

Tomas: E o nimero do centro vezes dez mais quatro...

Professora: Ja temos aqui duas conjecturas. O André disse que a primeira do gru-
po dele foi o grande total é igual ao niumero central seguido de quatro. O
Tomas disse que o grande total é igual ao nimero do centro vezes dez mais
quatro... Antes de continuarmos, vamos pensar nestas duas. Comentarios...

Teresa: A nossa conjectura é parecida com a do André. Nao estou a perceber é
porque é que eles (aponta para o grupo do Tomas) foram fazer vezes dez mais
quatro...

Professora: A Teresa esta a dizer que ndo percebe porque é que para obter o gran-
de total se pode multiplicar o nimero do centro por dez e adicionar quatro.
Tomas e colegas, tentem |a explicar, va.




Este episédio permite, além disso, ilustrar os processos usados pela professora para
negociar as normas todos devem escutar atentamente o que é dito, todos devem
exprimir-se de forma audivel pela globalidade da turma e numa discussdo é impor-
tante a partilha de ideias. Note-se, por exemplo, a forma como reage as duas primei-
ras intervengdes de Tomas. Em primeiro lugar, através da referéncia ao facto do cole-
ga ter falado num tom de voz passivel de ser ouvido, valoriza a expressdo audivel.
Esta mesma valorizagdo sobressai no pedido que faz a Mariana quando esta aluna fala
em voz baixa. Em segundo lugar, destaca a importancia da escuta ao sublinhar que,
em momentos de discussdo, o que importa é ouvir, pelo que ndo é adequado centrar
a atencdo em aspectos da aula que o impecam. Em terceiro lugar, ndo se deslocan-
do ao lugar do aluno e apontando-lhe a alternativa de explicitar o que fez, coloca a
énfase em que sdo todos os elementos da turma, e ndo apenas o professor, que
devem ter acesso a raciocinios feitos no interior de um grupo. Com efeito, durante as
fases de discussdo colectiva, a aproximacao aos lugares dos alunos, seja para escu-
tar ideias expressas num tom de voz baixo, seja para observar resultados a que che-
gam, pode transmitir, implicitamente, a mensagem de que ndo é importante partilhar
ideias com os colegas ou falar de modo a que todos ougam. Deslocando-se aos luga-
res dos alunos nestas fases, o professor transgride as normas que valorizam a parti-
Iha, podendo boicotar, ndao intencionalmente, a sua apropriacdao, a menos que seja
claro, para os alunos, o que justifica a transgressao.

Observando, globalmente, o episddio, ha varias intervencbes da professora revelado-
ras de que procura descentrar a actividade da aula de si propria e mostrar aos alu-
nos que também sdo responsaveis pela aprendizagem dos colegas. Por exemplo:
Eu néo sei... O André é que disse...; Antes de continuarmos, vamos pensar nestas
duas. Comentarios...; A Teresa esta a dizer que ndo percebe (...) Tomas e colegas,
tentem la explicar, va. Além disso, constata-se que, por vezes, lida com as contribui-
¢Oes dos alunos introduzindo-lhes mudancas, subtis mas substantivas, que permitem
considerar com seriedade as questdes do conteldo matematico. Por exemplo, quan-
do André, olhando para o caderno, diz que a primeira conjectura do seu grupo Foi o
numero central e um quatro ao lado, a professora reformula-a, expandindo-a: O gran-
de total é igual ao numero central e um quatro ao lado. E isto? O mesmo acontece
com o enunciado da conjectura de Tomas: E o nimero do centro vezes dez mais qua-
tro...; Professora: (...) O Tomas disse que o grande total é igual ao numero do cen-
tro vezes dez mais quatro...

Repare-se que, em qualquer das intervencdes dos alunos, uma parte essencial da
conjectura esta implicita. Apenas através do que dizem nao se fica a saber o que se
pretende relacionar nem que a relacdo € de igualdade. A professora ndo altera o sig-
nificado, mantendo, assim, a autoria das intervengdes nos alunos. No entanto, articula
informacdo pressuposta, o que contribui para que as conjecturas sejam expressas de
modo claro, coerente e ndo ambiguo. Facilita, assim, a aprendizagem do proéprio pro-
cesso de formulacdo de conjecturas, que nem sempre € simples para os alunos.
Na ultima intervencdo do episddio, ha também uma reformulacdo de parte do que
Teresa diz, que clarifica a ideia desta aluna e, simultaneamente, introduz uma maior
correccao matematica: A Teresa esta a dizer que ndo percebe porque é que para obter
o grande total se pode multiplicar o numero do centro por dez e adicionar quatro.




De entre os varios aspectos favoraveis a construgao e manutengao de uma cultura de
integracao, focaram-se apenas dois:

@ a reformulacao, pelo professor, de certas contribuicdes dos alunos de modo a
abrir caminho para ideias ou processos matematicos que pretende ensinar,

@ a negociagdo de normas de acgdo e interacgdo com determinadas caracteristicas.

Ambos sdo considerados, por diversos autores, propicios ao envolvimento dos alunos
em discussdes genuinas de ideias matematicas e, por esta via, a integracdo de con-
teldos e processos matematicos.

Entende-se que uma cultura de sala de aula regida por normas do tipo das indicadas,
constitui o pano de fundo para que a turma se possa assumir como um auditoério inter-
veniente, informado e critico das ideias que surgem no espacgo da aula. Como se refe-
riu, a apropriacdo, pelos alunos, destas normas nao é facil. No entanto, parece ser
significativamente facilitada pela conjungdo de trés atributos no decurso do processo
de negociacao (Boavida, 2005):

W sistematicidade e persisténcia;
W contextualizacdo;

@ coeréncia.

Sistematicidade e persisténcia, remetem para a necessidade de um investimento con-
tinuado e ndo pontual no processo de negociagdao. Contextualizacdo prende-se com a
importancia da negociacdo de normas se enraizar nos acontecimentos da aula.
Coeréncia traduz a essencialidade de existir uma forte e sistematica consisténcia
entre o que explicitamente se diz e o que implicitamente se veicula através do modo
como se age.

Ha aspectos relacionados com o processo de negociacdo que, em certa medida,
podem ser antecipados pelo professor. Decidir, na fase da preparacdo da aula, que se
solicitardo explicagoes, justificagbes, comentarios, ou que se ird remeter para os alu-
nos a avaliagcdo das ideias que surgem, sdao exemplos destes aspectos. No entanto,
como se procurou ilustrar a partir dos episddios apresentados, o essencial deste pro-
cesso parece passar, sobretudo, por improvisagdes feitas no momento, com base na
actividade desenvolvida pelos alunos. Estas improvisagdes requerem uma atengao
permanente e abrangente ao que acontece e um llcido e rapido discernimento para
saber o que dizer e, em particular, para encontrar os modos mais adequados de lidar
com transgressGes as normas que se procuram negociar, que ndo se sabe se surgi-
rao nem de que forma se irdo revestir.



onclusao

Os quatro primeiros capitulos desta publicacdo focam-se em processos que fazem
parte da actividade desenvolvida pelos investigadores em Matematica no decurso da
producdo de conhecimento matematico: resolver problemas, estabelecer conexdes,
comunicar e argumentar. O pressuposto de que se parte é que estes processos sdo
também fundamentais na aprendizagem da Matematica, desde o inicio do 1.9 ciclo do
ensino basico.

Poder-se-a estranhar este paralelismo entre a actividade dos matematicos e a activi-
dade dos alunos. Na verdade, os contextos em que a actividade se desenvolve nao
sdo semelhantes e as suas motivagoes, objectivos e maturidade matematica sdo bem
diferentes.

Afinal, o que tém de comum a actividade matematica vista a estes dois niveis? Mesmo
sabendo que um investigador continua a ser um estudante, poderdao comparar-se 0s
seus processos mentais, dirigidos para a invencao e descoberta, com os de um aluno?
Um dos autores que abordou esta questdo foi o matematico Poincaré (1908, 1948).
Os seus argumentos apontam para a existéncia de paralelismo entre o processo de
invencado e o de aprendizagem matematica, em particular no que diz respeito ao papel
da intuicado.

N3o se pode por em duvida que a resolucdo de problemas faz parte da actividade dos
cientistas, nomeadamente dos matematicos. Confrontar os alunos com problemas é
uma orientacgdo curricular reconhecida como essencial por diversas entidades ligadas
ao ensino da Matematica. Facilita o desenvolvimento do raciocinio, da organizagdo do
pensamento e da capacidade de elaborar estratégias para lidar com situacées desco-
nhecidas, pelo que estimula a maturidade intelectual. Podemos dizer que a facilidade
de integragdo de um jovem na sociedade tecnoldgica se pode medir pela sua capa-
cidade de resolver problemas.

Embora alguns matematicos célebres, como é o caso de Hardy, tenham declarado que
a sua actividade ndo tem a minima ligacdo com o real, na verdade, o estabelecimen-
to de conexbes faz parte integrante do trabalho matematico. Nalguns casos elas sao
evidentes, noutros estdo de alguma forma ocultas, tendo por vezes demorado sécu-
los a desvendar. Um dos exemplos mais célebres da Historia da Matematica é o caso
das cénicas. Estudadas na Antiga Grécia, essencialmente por Apolénio (260-190 a.C.),
as conicas eram curvas interessantes e belas mas “ndo serviam para nada”, até que
Kepler (1571-1630) as usou, varios séculos depois, para descrever as trajectorias dos
corpos celestes. Actualmente, as utilizagdes das conicas sdo inumeras.

O estabelecimento de conexdes pode, por um lado, ser fonte de motivacao para os
alunos. Por outro lado, representa um desafio para professores que podem usa-las
para delinear contextos de ensino e aprendizagem favoraveis ao aprofundamento do
conhecimento matematico. Em particular, podem encontrar situagbes onde a
Matematica estd presente de varias maneiras, descobrir exemplos de Matematica
“oculta” em diversas actividades que fazem parte do quotidiano e, ainda, por em evi-
déncia as interaccGes da Matematica com outras areas curriculares ou culturais.




A pratica de comunicar resultados, de partilhar conhecimentos e de discutir ideias, é
essencial para quem se dedica a produgdo cientifica. Essa pratica, que tem uma longa
tradicdo na Histéria da Ciéncia, estd pouco presente na escola actual, sobretudo
quando se trata de ensinar Fisica, Quimica, ou Matematica, onde, frequentemente, o
conhecimento se mede mais pelo “saber fazer” do que pelo enunciar, justificar ou
questionar.

Comunicagao € uma palavra muito gasta, que de tanto ser usada acabou por se esva-
ziar de sentido. Nesta publicacdo, tentou dar-se-lhe significado através dos episddios
e tarefas apresentados. Comunicar remete para dialogar e discutir, o que nem sem-
pre é facil de dinamizar dado que o professor, sem descurar a lideranca, precisa de
harmonizar diferentes vozes e estabelecer equilibrios entre contributos diversos.
Remete, também, para escrever a partir da Matematica, e sobre Matematica, aspec-
to fundamental na organizacdo e estruturacdo do pensamento, pelo que é indispen-
savel dedicar-lhe especial atencdao na sala de aula. Nada disto é possivel sem mobili-
zar representagoes e linguagens adequadas aos raciocinios e aos objectos matemati-
COS em uso.

N3o sera necessario defender o papel de argumentar em Matematica como parte inte-
grante da actividade do investigador matematico, ja que, muitas vezes, se caracteri-
za esta ciéncia pela elevada importancia atribuida a argumentacdo e a prova.
Frequentemente, raciocinios de tipo argumentativo estdo subjacentes a resolucdo de
exercicios ou problemas embora, por vezes, permanegcam ocultos. Explicitar estes
raciocinios pode trazer mais-valias diversas, ndo sé porque o aluno toma consciéncia
da sua existéncia e necessidade, mas sobretudo, porque esta actividade lhe permite
apropriar-se das regras internas ao funcionamento da prépria Matematica. Séo estas
regras que legitimam ou invalidam descobertas e conclusGes em Matematica.

Os processos matematicos referidos ndao sdo disjuntos. Pelo contrario, entrelagcam-se,
fortemente, quando se trata de lidar com situagdes complexas estejam elas ligadas a
Matematica, ou ndo. O ultimo capitulo, Integrando conteudos e processos matematicos,
visa, precisamente, destacar esta ideia. Explorar, na sala de aula, exemplos que inte-
grem varios destes processos &, também, ensinar a raciocinar matematicamente.
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